6]_ Olimpiada Matematica Espanyola
Fase Local - Illes Balears
Solucions a carrec de Joan Carles Pons i Miquel Amengual Covas

Problema 1. Proveu que en tot conjunt de quatre nombres enters senars i consecutius, la
suma de dos d’ells és divisible per 10.

Solucid.
Sigui n un nombre enter.

Les sumes obtingudes al sumar dos a dos els elements del conjunt de nombres
senars 1 consecutius

{2n+1,2n+3,2n+5,2n + 7}

sén totes elles divisibles per 2.

Ates que aquestes sumes son:
An+4, 4n+6, 4n+8, 4n+10, 4n+12 (1)

i que tot nombre enter és d’una de les formes 5, 5+ 1, 5£2, es té:

sin=5-1, 4n+4 = 4(n+1) = 5,
sin=5+1, 4n+6 = 4(n—-1)+10 = 5,
sin=5-2, 4n+8 = 4(n+2) = 5,
sin =5, 4n 4+ 10 = 5,
sin=5+2, 4n+12 = 4(n+3) = 5.

Aixi, doncs, alguna de les sumes (1) és multiple de 5. Essent també multiple
de 2, pel que hem vist, sera multiple del minim comu multiple de 2 1 5, és a
dir, multiple de 10.



Problema 2. La successid a,, esta definida per a1 =1, a9, = 1+ ag 1 agpy1 = é per a tot
enter k£ > 1. Proveu que tot nombre racional positiu apareix exactament una
vegada en aquesta successio.

Solucid.

Notem que a; = 1, ag = 2ia3 = =. A més, per a tot k > 1, ag, > 11
azk+1 € (0,1).

Indiquem per > un nombre racional positiu amb n i m coprimers. Provem

I'aparicié del nombre en la successié per induccié sobre s = n + m. Volem
veure que 7+ = ap per algin k. Els casos base s = 2 i s = 3 ja s’han vist.

Vegem ara el pas inductiu.

o

Si - > 1, llavors prenem .- —1 = “—%. Observem que n—m i m sén coprimers
i que la seva suma és n < s. Per tant, per hipotesi d’induccid, ap = ** per
algin k. Finalment, agx = 1+ ap = -

Si > < 1, llavors 7% > 1. Procedint com abans, existeix k tal que ap, = 7 —1 =

m—n _m : _ 1 _ n
T Per tant, agg = 7F. Finalment, agg11 = o = m

Provem ara la unicitat. Volem veure que donat .- racional positiu, existeix

un tnic k tal que ax = ;-. Suposem que hi ha i, j parell d’indexos tals que

" = q; = aj amb 7 minim amb tal propietat.

m
Notem que 4, j tenen ambdds la mateixa paritat: ambdds sén parells si > > 1,
i ambdds sén senars si - < 1.

Si s6n ambdds parells, 1 = 2/, j = 27', tenim que a; = agsy = 1+ ay, i
aj = agjy = 1+ aj, d’on ay = aj, contradint la minimalitat de 1.

Si s6n ambdds senars amb ¢ = 1, llavors a; = 1 i aix0 només pot passar si
j=1 Ara;sii>1,i=2/+1,j=24+1,a; = -1, a;j = -1; d’on obtenim

gt Qo1 ’
agy = agj, contradint, de nou, la minimalitat de i.



Problema 3. Cinc circumferéncies, que indicarem per O; (i1 =1,2,3,4,5), del mateix radi
r, sé6n a l'interior d’'un quadrat ABCD.

La circumferéncia O; és tangent a BC' i CD; Oy és tangent a CD i DA; Osg
és tangent a DA i AB; Oy és tangent a Oy i CD; Oy és tangent a Oy i DA.

Al seu torn, O1, O3, O4 1 Os sén exteriors i tangents a una circumferéncia que
toca els costats C'D i DA del quadrat considerat.

Determineu el valor de 7 en funcié de la longitud del costat del quadrat.

A D

Nota. Per a la resolucié del problema us pot ser d’utilitat (i sera valorat
positivament en la qualificacié del problema), que proveu el lema segiient.

LEMA. Dues circumferéncies, de radis respectius 71, 72, exteriors i tangents,
s6n tangents a una linia recta en els punts A i B (A # B). Aleshores,

AB2 = 47‘17”2.

Solucio.

PRrovA DEL LEMA. El teorema de Pitagores i el fet que la linia de centres passa
pel punt de contacte de les dues circumferencies, donen immediatament:

AB? = (7"1 + 7”2)2 - (’1“1 — 7“2)2 = 4rqyro.

L —T2

\

A B

1. Indiquem per O el centre de la circumferéncia gran i per x el seu radi.
La longitud del costat del quadrat 'indicarem per a.

Es té:

r+2yre+2yre+2r+r=a < 4ro+4r=a. (2)



B C

2. El triangle TOD, essent T un punt de tangencia, és rectangle i isosceles
amb OT =TD.

Es a dir:
r=2/rz+3r & (Va-3vr)(Vz+r)=0,

d’on deduim que

VT = 3V

Substituim aquest valor de \/z a (1) i obtenim

12r+4r=a
i
a
r=—.
16



Problema 4. Quants poligons regulars amb costats de longitud entera satisfan que la suma
dels seus costats és igual a la suma dels seus angles (en graus)?

Solucio.

Siguin n > 3 el nombre de costats que té el poligon i k la longitud dels seus
costats.

Cercam el nombre de parelles (n, k) tals que n - k = 180(n — 2) = 180n — 360.
D’aqui es dedueix que n ha de ser divisor de 360. Per tant, k = 180 — %.
Com que n > 3, 3%0 < 120 i per tant k£ = 180 — % > 60 > 0. Llavors, per

cada n, k és un enter positiu tinic.

D’aquesta manera, com 360 = 23 - 32 .5, deduim que 360 té (3 +1)-(2+1)-
(1+1) = 24 divisors positius. Pero hem de restar-ni 2 ja que 11 2 s6n divisors
de 360 pero sén menors que 3.

D’aqui obtenim que hi ha exactament 22 poligons regulars que satisfan les
propietats de ’enunciat.



Problema 5. Siguin a, b, ¢, x,y, z nombres reals estrictament positius.

2 > (a+b+c)?

a? b?
(a) Proveu que -+ T+ < > o -

(b) Proveu que p: + i + s = 1

Nota. Una de les formes de resoldre 'apartat (b) és emprant l'apartat (a).
Tot i aixi, ambdds apartats son independents.

Solucio.

Provem (a). Per fer-ho, provem primer que, amb les condicions de ’enunciat,

aj g>(a+b)2
xr Yy x+y

Llevant denominadors, obtenim que
a®y(z +y) + V?z(x +y) > (a +b)%xy,
i equivalentment
(ay —bx)* >0,
resolent la prova.

Pel cas de ’enunciat, on cal provar que

2 2 2 2
a b +b
A G 0
x Y z r+y+=z

sols cal aplicar aquest resultat previ dos cops consecutivament:

Provem (b). Notem que (com a,b,c > 0) podem escriure

a b c a? b2 c

br2c ct2a a+20 a(bt20) blet2a) | clat2n)

2

Ara, emprant Papartat (a), tenim

a’ N b? N c? S (a+b+c)?
alb+2¢)  blc+2a)  cla+2b) ~ 3(ab+bc+ ca)

Sols manca provar que
(a+b+c)?
3(ab+ bc+ ca) —

Vegem que aquesta desigualtat és equivalent a veure que
(a—0)+(b—c)*+(c—a)?>0

que és clarament certa.

Aix{ doncs,

b 2
_latb+o” (a+b+c)? > 3(ab+betca) & a’+b°+c*—ab—be—ca > 0 &
3(ab 4+ bc + ca)

@%((a—b)2+(b—c)2+(c—a)2)ZO@(a—b)2+(b—c)2+(c—a)220.



Problema 6. Trobeu totes les funcions f : Z — Z tals que f(0) = 0, i que per a tot
a € Z\{0}iperatotbeZes té que

@+ = |12,

a

Solucid.

Com f(0) = 0, substituint amb b = 0, queda que per a tot a # 0, f(f(a)) = 0.

Ara veiem que passa si f(x) # 0 per alguna z # 0, substituim a per f(x), i
b =z, queda que f(f(f(x)) +x) = L%J, és a dir que f(x) = 1. Per tant,
Ve s (f(z) = 1)V (f(z) = 0).

Veiem que la tnica opcié és f = 0, aix0 és perque si f(x) = 1 per alguna
z, llavors substituint (a,b) per (—1,z) s’obté que f(f(—1)+z) = 1| = -1,
que contradiu el fet que —1 no té antiimatge. Es facil comprovar que efecti-
vament f = 0 és solucio.



